TD 6 : Applications, relations

Injectivité, surjectivité, bijectivité

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

fi:R—R fs:C—C 7 R? 5 R?
fi:N—=N XX 7€ (x,y) = (x+y,x—y)
n—n+1
Hr:Z—7 f1:C—>C fo: R — R? f3:ZxN*"—-Q
n—n+1 27 x+— (x,—x) <“’b)*>g

Exercice 2. Soit f et g deux applications de F (N, N) définies par :

2 si t pai
f=on et g(n)z{”/ simescpalr
0 sin est impair

1) Montrer que f et g ne sont pas bijectives.
2) Calculer fog et go f. Sont-elles bijectives ?
Exercice 3. Soit F : R? — R? définie par
F(x,y,2) = (=x+y+2,2,5)

Calculer F o F. Que peut-on en déduire sur F ?

Exercice 4. Soit f : E — F et g : F — G deux applications. On suppose que go f est bijective. Montrer que f est
injective et que g est surjective.

Exercice 5. Soit £ un ensemble et p : E — E telle que p o p = p (on dit que p est idempotente).
1) Montrer que si p est injective alors p = idg.

2) Montrer que si p est surjective alors p = idg.

Images directes, images réciproques

Exercice 6. Soit f : R — R définie par f(x) = —x?. Déterminer les ensembles suivants :
f(R) f({0,1}) f([0,1)) S([=1.1])
SR SR 1 {o}) e

3

Faire de méme avec f(x) = x” — x. Il est conseillé de faire un tableau de variations.

Exercice 7. Soit f : E — F une applicationetA,B C E.
Montrer que si f est injective, alors f(ANB) = f(A) N f(B).
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Exercice 8. Soit E un ensemble, f : E — E une application et A C E. On dit que A est stable par f si f(A) C A.
1) Onsuppose E = Ret f : x — x*. Déterminer les parties stables par f parmi  [0,1], [1,2], [-1,1], R,.
2) Soit (A;);es une famille de parties de E stables par f. Montrer que ﬂAi et UA,- sont stables par f.
icl icl
Exercice 9. Soit f : E — F une application. Montrer les assertions suivantes :

VBe Z2(F)  f(f Y(B)) cB et VAe Z(E) AcCfY(f(A)

Transformations du plan

Exercice 10. Décrire géométriquement la transformation géométrique correspondant aux applications de C dans
C définies par

filz) =z+iV3 hlz) =iz f3(z) = (1 —i)z+3i falz) =2iz+1

Exercice 11. Donner I'’expression explicite des transformations suivantes :
T
1) Rotation de centre Q(1+i) et d’angle 3
2) Homothétie de centre A(2i) et de rapport 3.

T
3) Similitude directe de centre B(1 — i) de rapport 2 et d’angle E

Relations

Exercice 12. Dans C on définit la relation R par :
IRY = |z =[{|

Montrer que R est une relation d’équivalence. Intepréter géométriquement la classe d’équivalence d'un z € C.
Exercice 13. On définit sur R la relation xRy <= X — y2 =X—).

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Déterminer la classe d’équivalence d'un élément x de R.
Exercice 14. On considere sur N* la relation « divise » définie par

alb <= JkeN* b =ak
1) Montrer que c’est une relation d’ordre sur N*. Cet ordre est-il partiel ou total ?

2) On consideére larelation divise sur Z* définie para | b <= Jk€Z" b= ak. Est-ce une relation d’ordre ?

Exercice 15. On considere sur R la relation suivante: x <y <= e *<e”
1) Démontrer que < est une relation d’ordre sur R. Cet ordre est-il partiel ou total ?

2) Déterminer les majorants d'un réel xop € R donné.
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Exercice 16. Soit E un ensemble. On admet (cf cours) que C est une relation d’ordre partiel sur #(E).
1) Quel est le plus petit élément de & (E) pour C ? Le plus grand élément ?
2) SoitA,B € &(E). Donner un majorant de {A, B} et un minorant de {A, B}.

Exercice bilan

On considéere la fonction

f:C\{1} —» C
7z+1
Z = —
z—1

1) Montrer que, pour tout z € C\ {1}, f(z) # 1.

2) Déterminer I'ensemble f(iR).

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

4) Montrer que ! (R) = (RUIR)\ {1}.

5) Soit g larestrictionde faR\ {1}, c’est-a-dire

g:R\{1} — C

x+1
x—1

X

(a) Montrer que g est injective.
(b) Montrer que g(R\ {1}) C R\ {1}.
(c) Simplifier, pour toutx € R\ {1}, 'expression de g(g(x)).
On commencera par justifier que cette expression a bien un sens.
(d) Montrer que g établit une bijection de R\ {1} sur R\ {1}, et expliciter sa réciproque.
(e) Déterminer I'ensemble g(R\ {1}).
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